5. Cuadrivectori

Prin analogie cu vectorii spatiului 3 — dimensional vom construi in spatiul Minkpwski vectori cu patru
componente numiti 4 — vectori sau cuadrivectori. Pastrand analogia, vom cere ca marimea lor sd rdmana
neschimbata la rotatia axelor de coordonate, respectiv la transformarile lui Lorentz.

Un prim exemplu de cuadrivector ar putea fi cuadriraza vectoare care are drept componente
coordonatele unui eveniment (ct,x,y,z). Este cazul sd consideram doua tipuri de componente:

. contravariante X' (i1=012,3) X0 =ct, X' =x x% = Y, x3 =z

. covariante X'(i=012,3):Xg = x0 =ct, X1 = —xt=—x, Xp = —x% = -y, si xX=-x3=—z
Modulul patrat al cuadrivitezei vectoare va avea expresia unui produs scalar:
i i 0 1 2 3

X'Xj = XjX' =X Xg +X X1 +XXp +X°X3 =

(X0)2 —(Xl)2 —(X2)2 _ (X3)2 _ C2t2 —X2 _y2 _22.
Aceasta cantitate este un invariant relativist (este intervalul dintre evenimentul situat in originea axelor si
evenimentul de coordonate (ct,x,y,z). Ea este neafectata de rotatia axelor de coordonate.
In mod aseminitor putem construi si alti cuadrivectori.
Definitie: Tn general prin cuadrivector vom  intelege un ansamblu de patru cantitati

AI (AO , Al, A2 , A3) care se transforma la fel ca si componentele cuadrirazei vectoare XI la o transformare a
sistemului de referinta inertial:

. A,oJr\éA,l 1 A’1+\éA’O 2 o
Al=—= A =—x_ A°=A" A=A
J1-Vv2/c? J1-Vv2/c?
Componentele covariante A, ale cuadrivectorului sunt:
Ag=A% A =-AL A, =-A? 5i Ag=-A3

Modulul patrat al cuadrivectorului este:

AA; =AA =A%, + AlA; + APA, + ASA; = (A0)2 - (A)2 - (A%)2 - (A3)?
Componenta AO a unui cuadrivector se numeste temporala in componentele A,A,A se numesc spatiale.
Componentele spatiale pot defini un vector tridimensional:
A=Al €+ Azi + A?’R, astfel incat cuadrivectorul se poate nota:
Al =A% AL A2 A% = (A0 A) sau
A=(Ag, AL A2 Az)=(Ag,-A) = (A" -A)
iar modulul sdu patrat se pune sub forma:
AA; =(A%2 A2,
Daca AiAi > 0 cuadrivectorul este de gen (tip) temporal, daci AiAi < 0 cuadrivectorul este de gen (tip)

A i . .
spatial iar cand A'A; =0 avem un cuadrivector nul sau izotop.

6. Cuadriviteza si cuadriacceleratia

= i
_dr . - i _dx :
Prin analogie cu viteza tridimensionala: V=E putem construi cuadriviteza u' :d— unei
S
particule:

Deoarece dt nu este un invariant relativist se poate utiliza timpul propriu dt definit de relatia:



ds? = c2dt® —dx? —dy2 —dz? =c?dr?.
1
Asa cum se observa cdt=ds sau 0t =—d$ astfel incit avem un invariant relativist in definitia cuadrivitezei.

Componentele cuadrivitezei se calculeaza astfel:

o dx® dt) dt dt 1 . o . ‘
Uu =——= =—= = unde v este viteza particulei in spatiul cu trei
dimensiuni.

dx" dx dx Vy o
U=—-n= etc astfel Tncat:

ds cdv cdt\/l—vz/c2 i c\/l—vz/c2

uI

B 1 v
\/1—v2/c2 c\/l— vz/c2

Modulul patrat al cuantivitezei este:

i, O dx_dxdx _ds® )

'“ds ds  gs2  ds?

Cuadriviteza este un cuadrivector de modul unitate tangent la linia de univers a particulei.
dZXI dui . i . i
——~ = Derivand u'uy =1se obtine Ujw’ =0 ceea ce
ds ds
inseamna ca 4 — acceleratia si 4 viteza sunt ortogonale.

Cuadriacceleratia este definita w! =

7. Principiul minimei actiuni in mecanica relativista

Principiul minimei actiuni afirma ca prin orice sistem mecanic existd o integrald S numitd actiune care
este minima (externd) pentru migcarea reald si a carei variatie este, deci, nuld. Vom construi actiunea pentru o
particula relativista libera (nesupusa unor forte exterioare). Considerand ca actiunea nu trebuie si depinda de
sistemul de referinta si cd sub semnul integrala trebuie sa fie o diferenta de ordinul intai rezultd cad actiunea
pentru o particuld liberd va avea forma:

b

S= —OLI ds unde o este o constanti pozitivd semnul minus asigura posibilitatea ca actiunea si fie minima iar
a

integrala se ia pe linia de univers a particulei intre evenimentele date a si b.

Putem apoi deduce functia Lagrange a particulei relativiste libere:

to b () to V2
S= [ Ldt=—afds=-a [ cdt=—a [ cdt I-—=
1 a T1 t1 C
2
= L=-ac 1—V—2.
C

\Y . .V I .
La linia nerelativista (— - Oj dezvoltam L 1in serie de puteri ale lui — si pastram primii termeni :
c C

2 2
Y
L=-ac 1——2 =—0oC+——
C c
Eliminam constanta - —OLC in acord cu proprietatea 3 a functiei Lagrange si egalam cu expresia clasica:
OLV2 mv 2
Lx——=——=oa=nc.
2c 2

obtinem in final:



V
L=-mv? 1-— siS=—mcjds.
C a
8. Cuadriimpulsul

oL

Impulsul relativist tridimensional se calculeazi conform definitiei: P = g

Componenta k este:

_ 0 2 |7 ViVi _ 2
-2,
212 Ok V1V
Pk="T"5 2 2/ 2
\/1 % \/1—v /c
C2
- mv
=
1-v? / c?
Derivand la timp impulsul 3 — dimensional se obtine forta:
e 1n cazul in care se modifica doar marimea vitezei:
dp m dv

F_9P_ il
t fiov?/c2)dt

e 1n cazul in care se modifica doar directia vitezei (F L \7):

b___m @

Tn cele doua cazuri raportul dintre forta si acceleratie este diferit. Energia particulei se calculeazi astfel:

oL .
E= Za—q, -L.
i i
In cazul particulei libere relativiste expresia de mai sus in coordonate carteziene devine:
mv 2 v2
E=pv-L= +mc° 1-— =
2 2
\V; C
==
C
2
mc
>E=——7-—
1-v? / c?
Observam ca daca particula este In repaus ea poseda energia de repaus:
. . EvV
Eo= mc? s1 p=—
C

E=Eqgy=E,+T = Ep(y—1) - energia cinetici relativisti. Dacd un pozitron (antiparticula electronului
oY =Ep o\

+ . e . . e oA L .
€ - are aceleasi proprietdti, mai putin sarcina care este pozitiva) se Intilneste cu un electron la o viteza relativa
micd, amandoi dispar intr-un flash radiatie electromagneticd. Se emit cel putin doi fotoni (pentru conservarea

impulsului) a caror energie a fost masuratd = 2m002 . Energia de repaus a substantei s-a transformat in energie



a radiatiei electromagnetice. Un alt exemplu este oferit de celebra cutie a lui Einstein. Cutia contine un bec la un
capat al ei si un perete absorbant la celélalt. Ea este in absenta campurilor gravitationale si a oricéror interactiuni
din exterior. Daca becul emite un flash luminos, trenul de unde calatoreste prin cutie si este absorbit la celalalt
capdt. Teoria electromagnetismului a lui Maxwell va spune ca flash-ul luminos transportd energia E si impulsul
E/C. Astfel cand el paraseste becul, cutia suferd un recul pentru conservarea impulsului:

A B

>

>
—® B &

E
M, =—.
C
Dupa timpul 1= E lumina este absorbitd in celdlalt capat. In acest interval de timp cutia parcurge distanta :
E L EL , 5 . , )
d=vt=—--— =—- Astfel, desi nu avem forte externe centrul de masa al sistemului s-a miscat.
Mc C me

Explicatia consta in faptul cd nu am considerat faptul ca traseul de unde cu energia E poseda si (m) pe lungimea
L a tubului astfel incat:

Md=mL,
pentru pastrarea echilibrului. De aici aflim masa transportata de lumina: M = T =—5 in acord cu relatia lui
C
Einstain. Fotonii au masa de miscare - si impulsul 6 dar nu au masa de repaus Mgy =0, ei fiind tot
C

timpul in migcare cu viteza c fatd de orice observator.

O ultima observatie se referd la relatia dintre masa si energie. Astfel s consideram un atom de
hidrogen 1n repaus. El este alcatuit dintr-un proton si un electron tinuti impreuna de forta electrostatica. Pentru a
descompune acest sistem este necesar un foton cu energia de 13,6 eV care ionizeaza atomul, adicd separa
electronul de proton la o distantd suficient de mare pentru ca atractia lor electrostatica sa inceteze. Masa
atomului de hidrogen este cu 13,6 eV/c? mai micd decat suma maselor electronului si protonului izolat.

In cazul nucleelor, fortele dintre nucleoni sunt mult mai puternice. Astfel cind un atom de hidrogen se
combina cu unul de litiu pentru a forma doi atomi de heliu defectul de masa este mult mai mare. Energia emisa
este de 17 MeV, de cel putin un milion de ori mai mare decat cea emisa in cele mai evidente relatii chimice. La
explozia unui milion de tone de TNT modificarea de masa este de citeva sute de grame Tn timp ce la explozia
unei bombe de hidrogen avand aceeasi masd defectul de masa este de aproximativ 50kg.. Putem afirma ca
energia unui corp in repaus contine pe de o parte energia de repaus a particulelor componente, energia cinetica a
acestora si energia de interactiune.

Impulsul clasic este important deoarece se consuma in sisteme izolate. Vom introduce notfiunea de
cuadriimpuls §i vom cauta invarian{i Lorentz care sa implice aceastd marime.



Definim cuadriimpulsul: p' =mecu'(i =0,1,2,3) pentru componentele contravariante si p' = mcu i
pentru cele covariante. Produsul scalar este:

plpi _ mzczuuui _ m2C2

Componentele sunt:

0 0 mc E .

P~ =MCU~ = ————— = — (componenta temporald) si
1—v2/c2
mcv mv - mv
pt=meul=  S— X_=p, etc. al. p=—u—.
c\/l—vz/c2 \/1—v2/c2 l—vz/c2
Deci i_|E5lsip=[Ep i dulul jtrat fi
=|—, P = =, S1 modulu patra va 1.
C ' \c
2
i E° 2 202 2.4

P Pj =—2—p =m-Cc :>E2 =p202+m C': relatia relativistd intre energie si impuls. Expresia

2
E® 0 2.2

5 P™=mM"C™ este invariantul fundamental al dinamicii teoretice relativitatii restrdnse (scalar).
C
Transformarea componentelor 4 — impulsului la schimbarea de referential se face in acord cu definitia:
1 V 1
E'+Vp . Px+5E
_ P X C 2

E_Tz/cz’ Px :W’py =Py, Pz =Pz
In cazul fotonilor, ecuatiile Planck-Einstein E=hy si p= c aplicate relatiei de transformare a
energiei conduc la:
1+¥cos 02
_Cc
1-v?2 / c?

unde O este unghiul format in sistemul de referingi in miscare de impulsul fotonului cu axa OX'.

V=V

- - - v
Cand 0 = GO,V =V (efectul Doppler longitudinal) si cand 0 = 900,\/ =——— (efectul

1-v2 02

Dappler transversal).

Efectul Doppler a permis prin masurarea (deplasarii spre rosu) a ..... fotonilor proveniti din galerii
indepartate, sa se deduca faptul ca acestea se indeparteaza de noi cu o viteza care creste cu indepartarea si deci,
sa se afirme ca ne aflam intr-un univers T expansiune.

Vom ardta acum ca 4- impulsul unui sistem izolat se conserva. Principiul minimei actiuni afirmad ca
pentru miscarea efectiva actiunea este extrema. Matematic acesta se exprima prin:

0S=0
b ) .
unde S=—-mc I ds este actiunea particulei libere. Exprimand ds“ = dXIdXi , avem:
a
b b . by [ b . .
8S=-mcd[ds =-med[ Y dx'dx; =—mc dxiddx” —mc [u'ddx’
a a a dS a

Integrand prin parti:



b . . b . . . . .
8S = —mc [u'ddx’ :—mcj[d(uiax')—éix'dui]: u2dsx' = d(u;dx') - 5x'du; =
a a

:—mc[uié‘)x ] +me [8x —t-ds =
a a ds

Tindnd cont de conditiile la limita (SXI)a = (SXI)D =0 (traiectoriile comparate trec prin acelasi
punct) obtinem:

i du; du; o - : T .
——ds =0= —— =0 —> cuadriviteza unei particule libere U ;i deci ;i 4 — impulsul

dS=mc|dx
ds ds

p' =mcu’ sunt constante.



